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Zur Gittertheorie der piezoelektrischen und elastischen Eigenschaften
von Kristallen mit Zinkblendestruktur unter Berticksichtigung
der elektronischen Polarisation

1. Allgemeine aufgrund der Kristallsymmetrie geltende Beziehungen

Von Lupwic MERTEN

OSRAM-Studiengesellschaft, Augsburg
(Z. Naturforschg. 17 a, 174—180 [1962] : eingegangen am 23. November 1961)

Benutzt man zur gittertheoretischen Berechnung der elastischen und piezoelektrischen Konstanten
die Methode der langen Wellen nach Borx und beriicksichtigt z. B. nur Krifte mit nidchsten Nach-
barn und Covroms-Krifte, wobei die Ladungen im Kern lokalisiert gedacht sind, so ergibt sich fiir ZnS
eine um rund einen Faktor 5 zu groBe piezoelektrische Konstante. Da Krifte von zweiten Nachbarn
nicht eingehen und nicht-Covromssche Kriifte von dritten Nachbarn sicherlich zu vernachlissigen sind,
wird die Ursache der groBen Diskrepanz auf die Vernachldssigung der elektronischen Polarisation
zurtickgefiihrt.

Im vorliegenden ersten Teil werden deshalb unter Beriicksichtigung der elektronischen Polarisa-
tion zunichst allgemeine Beziehungen der elastischen Konstanten und der piezoelektrischen Konstante
mit Koeffizienten der Schwingungsgleichungen fiir Kristalle mit Zinkblendestruktur hergeleitet, die
sich bei Anwendung der Methode der langen Wellen schon allein durch Ausnutzung der Kristall-
symmetrie ergeben. Die erhaltenen Ergebnisse gelten daher unabhingig von speziellen Modellvor-
stellungen. Insbesondere zeigt sich, daB nur e,y und ¢4y, dagegen nicht die elastischen Konstanten
¢y und ¢y, von der elektronischen Polarisation beeinflufit werden.

Im zweiten Teil * werden die Gleichungen fiir konkrete, die Polarisation betreffende Modellvor-

stellungen spezialisiert. Niheres hierzu siehe in der Zusammenfassung zu Teil II.

Die Gittertheorie der elastischen und piezoelektri-
schen Eigenschaften der Kristalle hat das Ziel, die
elastischen und piezoelektrischen Konstanten mit
Hilfe Parameter [Kraftkonstanten
(Kopplungsparameter), effektive lonenladung. Po-

atomistischer

larisierbarkeiten u. a.] zu berechnen. Sie wurde in
ihren Grundlagen von Borx und Mitarb. ! entwickelt.
Wihrend aber die elastischen Konstanten besonders
der Alkalihalogenide auf diese Weise sehr befriedi-
gend dargestellt werden konnten. kann man von
einer quantitativ befriedigenden Darstellung der
piezoelektrischen Konstanten® und damit einer zu-
friedenstellenden Deutung der piezoelektrischen
Eigenschaften im Sinne einer Mikrotheorie iiber-
haupt bisher nicht sprechen. obwohl die ersten Ar-
beiten hierzu bereits tiber 40 Jahre zuriickliegen. Da
die Kristalle mit Zinkblendestruktur unter den Kri-
stallen mit piezoelektrischen Eigenschaften den ein-
fachsten Gitterbau besitzen, sind diese Kristalle
Modellsubstanzen zur atomistischen Deutung des
Piezoeffektes geworden. Auch alle obengenannten
Versuche beziehen sich auf diesen Kristalltyp. Da

* L. Merten, Z. Naturforschg. 17a [1962], im Druck.

1 Als Zusammenfassung siehe z. B.: M. Borx u. K. Huaxg,
Dynamical Theory of Crystal Lattices. Clarendon Press,
Oxford 1954.

die wegen der kubischen Symmetrie einzige piezo-
elektrische Konstante ey, leider bisher nur fir ZnS
selbst gemessen wurde. blieben notwendigerweise alle
numerischen Vergleiche bisher auf diese eine Verbin-
dung beschrinkt. was auch fiir die vorliegende Ar-
beit zutrifft.

In den meisten Modellen. die zur Deutung der
piezoelektrischen Konstante zugrunde gelegt wurden.
ist die Polarisation der Gitteratome nicht oder nur
ungeniigend beriicksichtigt. Wie von vornherein zu
erwarten und worauf bereits Bory und Bormaxn 2"
hinwiesen. und was auch die nachfolgenden Rech-
nungen explizit zeigen, ist der Wert der piezoelek-
trischen Konstante aber besonders empfindlich ge-
geniiber den bei der Deformation entstehenden Di-
polmomenten, im Gegensatz zu den elastischen Kon-
stanten, in die die Dipolmomente zum Teil gar nicht
eingehen, wie sich streng beweisen laf3t.

Im folgenden soll deshalb zunichst untersucht
werden, welche allgemeinen Aussagen sich bei Be-
riicksichtigung der elektronischen Polarisation schon
aus der Kristallsymmetrie, d. h. ohne spezielle Mo-

2 Als erste Arbeiten hierzu vgl.: a) M. Bory, Dynamik der
Kristallgitter, Teubner, Leipzig-Berlin 1915; b) M. Borx
u. E. Bormany, Ann. Phys., Lpz. 62, 218 [1920].
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dellannahmen, ergeben. Es zeigt sich dabei u. a.,
daB nur ¢y und ey, dagegen nicht die elastischen
Konstanten ¢;; und ¢;5 von der Polarisation beein-
fluBt werden.

Zur Berechnung der piezoelektrischen Konstante
und der elastischen Konstanten wenden wir dabei
die Methode der langen Wellen nach Boryx an. Da
diese makroskopischen Konstanten ndmlich in die
Schwingungsgleichung fiir die elastischen Festkorper-
schwingungen eingehen, lafit sich der Zusammen-
hang zwischen den mikroskopischen Kristallkonstan-
ten und den elastischen Konstanten bzw. der piezo-
elektrischen Konstante rein analytisch finden, indem
man in den allgemeinen Gleichungen fiir die Gitter-
schwingungen durch Grenziibergang zu grollen Wel-
lenlingen zu den elastischen Festkorperschwingun-
gen tbergeht. Dabei werden automatisch die Koeffi-
zienten in der richtigen Ordnung beriicksichtigt. In der
Schwingungsgleichung sind dabei jetzt zusétzlich die
Krifte zu berticksichtigen, welche von den bei der
Deformation entstehenden Dipolen ausgeiibt werden
und u. a. weitreichende Couroms-Krifte sind 3. Sie
lautet dann

my; 2 u (k) (1)
= S{C(kK) - u(K) +M(kK) -m(K)}—e, E.
¥=T2 (k=1,2)

Diese Gleichung * hat bereits die vereinfachte Form,
die sich aus der allgemeinen Schwingungsgleichung
durch den Ansatz ebener Wellen ergibt. u(k),
m(k), E bedeuten wie im folgenden stets Amplitu-
denvektoren, die Phasenfaktoren sind in die Koeffi-
zienten C(kE') und M(kE’) hineingezogen. Die
einzelnen Summen der rechten Seite haben dabei
folgende Bedeutung: Die erste Summe? beschreibt
die (Zusatz-)Krifte, die durch die Auslenkung u(k")
der Atome /" auf das Gitteratom k£ ausgeiibt werden,
die zweite diejenigen Krifte, die durch die Defor-
mationsdipole m (%) hervorgerufen werden, das
dritte Glied schlieBlich die Kraft, die das mit den
Gitterschwingungen verkniipfte makroskopische elek-
trische Feld auf das Gitteratom % ausiibt. Der Ein-
flul der elektronischen Polarisation ist auch im elek-

3 Zur Vereinfachung der Schreibweise ist die Abhingigkeit
der Tensoren C(k k") und M (k k') von g in den Symbolen
nicht ausgedriickt, im Gegensatz z. B. zu ! und °©.

* Vgl. auch z. B. Gl. (35,16) in 1, S. 275.

3 Oft ist es zweckmiBig wie in 1, ® C (k k) noch in den Term
Cx(kK) fir die Kriafte kurzer Reichweite und einen
B(kFk)=—ep er Q(k k) fiir die weitreichenden Couvroms-
Krifte aufzuspalten: C(kk)=CN(kK')—erer Q(kK).

6 L. Merten, Z. Naturforschg, 13 a, 662, 1067 [1958].
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trischen Felde implizit enthalten. Die durch die erste
Summe dargestellten Krifte lassen sich ebenfalls als
Dipolkrifte auffassen, ndmlich der Auslenkungs-
oder Verriickungsdipole

p(E)=eyruk). (1’a)

Durch sie ausgedriickt, erhdlt die erste Summe die
Gestalt

D C(kE) pK) (1'b)
k=12
mit CkK)=C(kE)/ey . (1)

Die Beriicksichtigung der Polarisation in Gl. (1)
bedeutet natiirlich eine Modifikation des gesamten,
z. B. in ¢ und 7 untersuchten Schwingungsspektrums
der Kristalle mit ZnS-Struktur, worin nur allgemeine
Krifte kurzer Reichweite und Couroms-Krifte der
als punktformig gedachten, am Ort des Kerns lokali-
sierten lonenladungen beriicksichtigt wurden. In
dem erweiterten Modell wird hier zunéchst nur der
besonders wichtige Spezialfall der langen Wellen un-
tersucht *. — Durch Einbeziehung der elektronischen
Polarisation in die Mikrotheorie des Piezoeffekts
erhdlt man u.a. Antwort auf die Frage, welchen
Deformationszustand die Gitterbausteine in einem
im Kristall wirkenden makroskopischen elektrischen
Feld annehmen. Von dem Deformationszustand hén-
gen ja andererseits die elektrischen und optischen
Eigenschaften zum Teil ab.

Im zweiten Teil der Arbeit werden die erhaltenen
Ergebnisse spezialisiert auf bestimmte Modellvor-
stellungen hinsichtlich der Ursache der Polarisation.
Es zeigt sich dabei, daf} die Annahme einer Polari-
sation durch das elektrische Feld (Feldpolarisation)
allein nicht zu einer quantitativen Deutung ausreicht.

Birmax ® machte nun die Annahme, sich auf ein
Modell von v.HrepeL? stiitzend, daf} sogenannte
Bindungsmomente, d. h. in Richtung der vier nich-
sten Nachbarn weisende Dipolmomente, die der teil-
weise homoopolaren Bindung zuzuordnen sind, und
deren Anderung mit der Auslenkung der Atome
einen wesentlichen Einflull auf den Piezoeffekt ha-
ben. — An weiteren Arbeiten sind zu nennen 10712,

7 A. K. Rasacorar u. R. Srinivasax, Z. Phys. 158, 471 [1960].

* Die Durchfithrung der Rechnung im einzelnen erfolgt im
Abschnitt 1.

8 J. L. Birmay, Phys. Rev. 111, 1510 [1958].

9 A.v. Hrepr, Z. Phys. 133, 158 [1952].

10 H. Jarre, Phys. Rev. 66, 357 [1944].

11 B. D. Sakseva, Phys. Rev. 81,1012 [1951].

12 Y. Le Corre, Bull. Soc. Fran¢. Minér. Crist. 78, 33, 54
[1955].
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die aber alle nicht zu voll befriedigenden Ergebnis-
sen fiihrten und sich auf mehr oder weniger frag-
liche Modellannahmen stiitzen. Wegen einiger kri-
tischer Bemerkungen siche auch Birman ® 13,

In der vorliegenden Arbeit soll nun in Spezialisie-
rung der allgemeinen Gleichungen gezeigt werden,
daf} auch bei Zugrundelegung des sogenannten Hiil-
len-Modells (shell-model) der Wert der piezoelektri-
schen Konstante gegeniiber dem Modell der reinen
Feldpolarisation in der richtigen Richtung beeinflufjt
wird und daf} die berechneten Werte zumindest die
richtige Groflenordnung im Vergleich zu den Mef3-
werten annehmen. Ob das Modell auch zu einer
quantitativ befriedigenden Bestimmung der piezo-
elektrischen Konstanten ausreicht, lafit sich im
Augenblick leider noch nicht sicher entscheiden, da
die benotigten Werte der aus anderen Materialkon-
stanten bestimmten mikroskopischen Parameter sich
nicht geniigend genau festlegen lassen und das Er-
gebnis, wie sich zeigt. dullerst empfindlich von eini-
gen der Parameter abhingt.

Beim Hiillen-Modell, das von Dick und OveErnav-
ser 1 eingefithrt wurde, wird angenommen, daf} die
Hiille der Valenzelektronen sich starr sowohl unter
der Wirkung des elektrischen Feldes als auch der
nicht-Covronsschen Bindungskrifte der nachsten
Nachbarn gegeniiber dem zugehorigen Kern ver-
schiebt. Da die Ladungsschwerpunkte von Hiille und
Kern jetzt nicht mehr zusammenfallen, entstehen am
Orte der Kerne zusitzliche (Deformations-)Dipole
und somit zusitzliche weitreichende Couroms-Krafte,
die in den fritheren Arbeiten nicht beriicksichtigt
worden sind. Dieses Modell wurde insbhesondere von
Cocuran ¥ erfolgreich zur Deutung der Gitterschwin-
gungen von Ge 3" und der Alkalihalogenide, speziell
Na]J 1%, angewandt. Nihere Einzelheiten hierzu fol-
gen im Teil II. Hervorzuheben ist schliefilich noch,
dal} in den Zielen verwandt eine neueste Arbeit von
Tovrpyco 1% ist. Ein Vergleich mit der vorliegenden
Arbeit ist insofern schwierig, als hier mit allgemei-
neren Kopplungsparametern und mehr anschaulichen
Modellen gerechnet wird, wogegen die bei Torrvco
benutzten Groflen wellenmechanisch definiert und
aus fritheren Arbeiten des genannten Autors zur
wellenmechanischen Darstellung des Gitterpotentials
(tight binding approximation) hervorgehen.

13 J. L. Birmax, Phys. Rev. 98, 1567 (a) [1955].

14 B.J.Dick u. A. W.Overuavser, Phys, Rev. 111, 747 [1958].
152 W. Cocuraxn, Proc. Roy. Soc., Lond. A 253, 260 [1959].
15b A, D. B. Woops, W. Cocurax u. B. N. Brockmouse, Phys.
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1. Allgemeine Gleichungen fiir die piezoelektri-
sche Konstante und die elastischen Konstanten
von Kristallen mit Zinkblendestruktur unter
Beriicksichtigung der elektronischen
Polarisation

Um den Ubergang zu den elastischen Festkorper-
schwingungen in der allgemeinen Gl. (1) durchzu-
fiithren, hat man alle g-abhingigen Grofien, d.h. alle
Vektoren und Tensoren, nach q=(gy.¢s.q3) zu
entwickeln, z. B.

C(kE)=CO(kK) +COkE) +COEE) +... .

Dabei sind immer die konstanten (von g; unabhin-
gigen) Grollen mit dem oberen Index (0) (in den
spiteren Gleichungen wird dieser Index allerdings
meist fortgelassen), die in den g; linearen mit dem
oberen Index (1), schlieBilich die in ¢; quadratischen
durch einen Index (2) gekennzeichnet.

Zur Berechnung der elastischen Schwingungen hat
man aus Gl. (1) die Gleichung nullter bis zweiter
Ordnung in ¢; zu bilden. Dabei verschwindet die
linke Seite in der Gleichung nullter und erster Ord-
nung, da ja fiir akustische Schwingungen w® =0.
Die Gleichung nullter Ordnung wird identisch erfillt
durch

u® =u®(1) =u®(2),

mO(1)=m®(2)=0, E®=0.

(I, 1a)

Dies bedeutet eine reine Translation des Gitters als

Ganzes. In den folgenden Gleichungen erster und

zweiter Ordnung konnen folglich alle Summanden

mit m¥ (1), m'" (2) und E'" fortgelassen werden.

Als Gleichung erster Ordnung ergibt sich somit:

0= Z {COKE) u®+COkE) uD (&) (I, 1b)
F=12

MO EE) mO ()} —er EO (kK =1,2).

Die Faktoren nullter Ordnung (g;unabhéngig)
miissen wegen der kubischen Kristallstruktur Ska-
lare sein. Die Tensoren (Dyaden) erster Ordnung
haben, wie aus der Kristallsymmetrie folgt und im
Anhang gezeigt wird, alle die Gestalt:

AV (kK) =ial g, (L, 2)
wobei a! ein skalarer Faktor ist und
0 ¢ ¢
g = ((1: 0 q.)- (I, 2a)
@ @ 0

Rev. 119, 980 [1960].

16 K. B. Torryco, Fiz. Tverdogo Tela 2, 2655 [1960]. Von
dieser Arbeit erfuhr der Verfasser erst wihrend der Zu-
sammenstellung des Manuskriptes.
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Wie ebenfalls im Anhang gezeigt wird, verschwin-
den iiberdies im allgemeinen diejenigen Tensoren
erster Ordnung, welche Wechselwirkungen zwischen
Atomen desselben Teilgitters beschreiben, d. h.

AN (11) = AM(22) —0.

Zu bemerken ist noch, dafl in (I, 1b) die Gln. fiir
k=1 und k=2 identisch sind. Man sieht ndamlich
sofort, daB8 die Faktoren von #(%, u™™ (k") und E®
in beiden Gleichungen entgegengesetztes Vorzeichen
besitzen (dies folgt fiir #'”) z. B. unmittelbar aus ©
[GL. (IV,3), S.671], fir u™ (k") aus den Bezie-
hungen

CO(11) = — €O (21),

CO(22) = —CO(12), (1, 2b)

die sich unmittelbar aus ¢ [Gl. (IV,2b) in Verbin-
dung mit Gl. (IV,7a), S.669] ergeben, fiir E®
schlieBlich aus e; = —e,). Nach Addition der beiden
Gleichungen bleibt daher nur:

[M©(11) + MO (21)]-m® (1)
+ [M©®(12) + M©@(22)]-m® (2) =0.

Da aber in Gl. (1) m(1) und m(2) als unabhéin-
gig zu betrachten sind, muf} also auch gelten:

MO (11) +M©®(21) =0
und M©(12) + M© (22) =0. (I, 2¢)
Damit ist die Identitdt der beiden Gln. (I, 1b) ge-

zeigt.
Als Gleichung zweiter Ordnung erhélt man:
M (@) 2u® (k) (L 1¢)
= N\’ {C(:?) (k k’) .u(o) (k,) 1 C(l) (k k,) 'u(l) (k,)
B=12

LCOEE) u® (k) + MO (kK) -mW (K)
LTMOEE) m® (K)} —e, E? .

Nach Summation dieser Gleichungen zweiter Ord-
nung fur k=1 und k=2 bleibt jedoch nur (der

obere Index von w kann fortgelassen werden):
(my+my) 02u®=C®-ul® 1+ CO- -y (1,3)
+M,D-mO (1) + M, -m® (2) .

Dabei wurden folgende Abkiirzungen benutzt, wo-
bei man beachte, dal ein Teil der Tensoren erster
Ordnung nach den obigen Bemerkungen verschwin-

17 Zum Beweis von Gl. (I, 3b) siehe z. B. wieder ¢, Gl. (IV, 3),
S. 671.

18 Formal darf man also z.B. u (1) (1) =0 setzen und nur
u(l) (2) (= ull)) beibehalten, Wie in 1, S. 234, gezeigt ist,

T

det:
C® =C®(11) +C®(22) +2C®(12), (I, 3a)
CO=CN(12) = —CY(21), (I, 3b) 17
M0 =MD (21), M,®=MN(12). (I, 3¢)

Die Vektoren zweiter Ordnung, nimlich u® (k"),
m? (k') und E®, heben sich wegen (I, 2b), (I, 2¢)
und e; = —e, nach der Summation heraus. Aufler-
dem ist es zweckmiBig, u®¥ =u®(2) —u® (1)
einzufiihren. Die uV (k) treten nimlich in allen
Gleichungen nur in dieser Differenz auf 8. In der
obigen Gl. (I, 3) folgt dies sofort aus Gl. (I, 3b).
In allen weiteren Gleichungen ergibt sich dies wie
folgt: u® (1) und u®(2) werden nimlich darin
stets mit Faktoren nullter Ordnung multipliziert:
e FUO1) - uW (1) +TUO(2) - u®(2) +... .

Betrachten wir jeweils die zugehorige Gleichung
nullter Ordnung, so verschwinden in dieser m (k)
und E, so daB wegen u® (1) =u® (2) =u® allein
bleibt:

[UO (1) +UO (2)]-u® =0,

d. h. UO1)=-UO(2),

womit sich also der obige Ausdruck in der Form

schreiben laf3t:
U0 2) - [u®(2) —u® Q)] =UO(2) -u®.
Um die Verkniipfung mit den elastischen und
piezoelektrischen Konstanten zu finden, hat man
nun noch U™ und m® (k) in Abhingigkeit von
u” und E® zu ermitteln und in (I, 3) zu eliminie-
ren. Die erste Bestimmungsgleichung hierzu ist die
Gleichung erster Ordnung von Gl. (1), also Gl
(I,1b), die wir fiir k=1 in der Form schreiben
konnen (die Gleichung fiir k=2 ist, wie oben be-
merkt, mit ihr identisch, e = e; = —e,)
—Cu®=CW-u® + M, m (1) (I, 1'b)
+Mym(2) —e EW
wobei die Skalare C, M, , M, durch
Cl=-CO(11) =C®(12),
M I=M®(11) =-MO(21),
My I=M®(12) = —-M©®(22)

und C wie in (I, 3b) definiert sind.

(I1,1"b)

darf man auch in Gittern mit mehr als zwei Atomen in
der Elementarzelle die Verrlickung eines der Atome, z. B.
u(1) (1), in erster Ordnung willkiirlich gleich Null setzen.
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Nun sind auch die m (k") eine Funktion sowohl
des elektrischen Feldes E als auch der Verriickun-
gen U (k). In erster Ordnung liefert diese Funktion
die zweite Bestimmungsgleichung:

mV(1) =K, EV+Liu®+ Ll(l) ‘u®,

mV(2) =K, E® + Lyu® + L, -y, (I, 4)

K;. L, (k=1, 2) sind wieder Skalare. Die Dar-
stellung der Faktoren durch mikroskopische Para-
meter ergibt sich erst aus den Modellvorstellungen.

Nach Einsetzen von (I,4) in (I.1’b) erhilt man:

u) =yt .uq© +U E® (I. 5)
mit den Abkiirzungen:
) — _ CV4+M, L“4+M, L," q
S C+M, L+ M,L, ’ (I, 5a)
UE 11[1 K1+M2K2—e (Isb)

T C+M,L4+M, L,

Gl. (I.4) nimmt nach Einsetzen von Gl. (I,5) die

Gestalt an:

mh (1) —7,0-u® 7V, EO, (1, 6a)
m (2) = V,0-u® 4 ¥, EM (L, 6b)

mit V.0 =L, UD 4 L0, (L, 6¢)
v, =L U+K, (L 6d)

und entsprechend fiir den unteren Index 2.

Aus den Gln. (I,5) und (I, 6) folgen bereits die
Darstellungen der piezoelektrischen und dielektri-
schen Konstante. Die dielektrische Polarisation wird
namlich gegeben durch **:

P=(1/vy) [mV (1) +mW (2) —eu®] (L7)
=1 1‘11+l‘2‘_e ul q(l)-u+ (V1+ V2—€U) E’

Va

wobei der Index (0) bei u und der Index (1) bei E
jetzt fortgelassen werden darf. Die Tensoren erster
Ordnung wurden dabei in den Darstellungen nach
(I, 2) eingesetzt, z. B. V;(V =iv,! ¢'V). Andererseits
folgt fiir die mit den elastischen Schwingungen ver-

** Das negative Vorzeichen von e u™ hat reine Definitions-
griinde. Man wiirde statt dessen ein positives Vorzeichen
erhalten, wenn man z. B. e=e, statt e=e¢; oder
u® = uM(1) — u®(2) statt wie oben u® = u®(2) — u®(1)
einfiihrte.

19 Vgl. z. B. Gl. (32, 14), S. 264, in ! (I, 8) unterscheidet sich
von ihr nur formal durch die Vektordarstellung und die
Spezialisierung auf das Zinkblendegitter, auflerdem Dbe-
achte man den Zusammenhang ¢,=2m y, .
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bundene Polarisation aus den Grundgleichungen
der Elastizitatstheorie piezoelektrischer Kristalle:

P—ie,qVu+ g‘:};lE. (1,8) 19
Durch Vergleich liest man ab:
€14 = €g05= (1/vy) (v ! + vl —eul) (I,9)
und
“a=l_ 1 (y 1 V,—el). (1.10)
47 vy

Die Beziehungen mit den elastischen Konstanten
und eine zweite Verkniipfungsgleichung mit der
piezoelektrischen Konstante lassen sich ebenfalls
sofort ablesen, wenn man (I,5) und (I.6) in
(I.3) einsetzt und gleichzeitig mit v, dividiert
[o= (my+my)/v,]:
02 O = (1/v,) [C® + UWD-CW 4,0 - y,®
+ VM- M7 - u® (I, 11)
+ (1/v,) [UCO + ¥V, M, D + V,M;™V]-E.
Diese Gleichung ist mit der auf das Zinkblendegitter
spezialisierten Schwingungsgleichung fiir elastische
Wellen zu vergleichen [vgl. z.B. !, Gl. (32,6), S.
263. oder %, Gl. (VIL.9).S.1073]:
o*u=K(q) u+tiey,qV-E
Ke(q) = Y Caps g gs.-
o

(1,12)

mit

Fiir e, liest man ab [die Tensoren erster Ordnung
denke man sich in (I. 11) wieder in der Form (I, 2)
eingesetzt] :

e1s = €505 = (1/vg) [U A+ V¥V im+Vymyt]. (I,13)

Die zwei Gln. (1.9) und (I, 13) unterscheiden sich
allerdings nur duflerlich2’. Wie im Anhang zu Teil I1
gezeigt wird, gelten ndmlich zwischen den Koeffi-
zienten der Grundgleichungen Beziehungen, aus de-
nen die Identitdt der beiden Gln. (I,9) und (I, 13)
sofort folgt. Letztere bedeuten also keine neue Be-
dingung fiir die mikroskopischen Konstanten. — In
den Anwendungen gehen wir durchweg von der For-
mel (I, 13) aus.

20 Die in (I,9) enthaltene Ausgangsgleichung ist die Bezie-
hung P, = X e, g, €5, , die in (I, 12) enthaltene dagegen

die den umgékehrten Piezoeffekt beschreibende Beziehung
Oup = — X €, 05 E, [(049) Spannungstensor, (£45) Deh-
v

nungstensor].
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Die erste eckige Klammer in (I, 11) bestimmt die
Beziehung mit den elastischen Konstanten. Aus der
Gestalt der in ihr enthaltenen Matrizen lassen sich
sofort allgemeine Aussagen tber den Einflul der
Deformationsdipole auf die elastischen Konstanten
gewinnen. Da ndmlich die drei hinteren Summan-
den, in welche offensichtlich die Deformationsdipole
allein eingehen, aus Produkten je zweier Dyaden
erster Ordnung bestehen und letztere sdmtlich, bis
auf einen skalaren Faktor, die Gestalt besitzen [vgl.
(I, 2a) und den Beweis im Anhang]

g - (;Z 5 Z:),
¢ ¢ 0
ist die Summe der drei Glieder, wiederum bis auf
einen skalaren Faktor, von der Form:

6+ G 0:q
(g0 =] we @rrer o !
q = 0192 Q"+ O 9243
\ @3a EY/EY

(I,14)
o'+ a*

Die elastische Konstante cy;=cyq,1; ergibt sich
nun z. B. als Faktor zu ¢;*> im Element 11. Da aber
in (I,14) ¢, in diesem Element gar nicht auftritt,
folgt: Die Deformation der Ionen hat keinen Ein-
fluB auf die elastische Konstante ¢y , nur C® liefert
einen Beitrag, die erhaltene Beziehung ist mit Gl
(VII, 13a) bzw. (VII, 14a) in ¢ [S.1074/75] iden-
tisch. Auch der Wert von ¢, = ¢y4, 5o Wird, wie eben-
falls aus der Gestalt von (I, 14) folgt, durch die
Deformationsdipole nicht beeinflufit. Offensichtlich
wird nimlich der Beitrag ¢’y =c'ys, 1o dieser drei
Summanden zu cyy z. B. durch den Faktor von g,?
im Element 11 und der Beitrag ¢’jo+ ¢4y =¢'11, 22
+¢'15.2; zu c¢y3+cyy z B. durch den Faktor von
q1 9> im Element 12 gegeben. Diese Faktoren sind

aber offensichtlich gleich, d. h.

’ ’ ’
Cyy=C1at+Cyq,

(I, 15)

woraus ¢ ;5= 0 folgt. Die Beziehung (VIL, 13c) bzw.
(VIIL, 14¢) in 8, S.1075, gilt also ebenfalls unver-
dndert.

Wir haben somit zusammengefaf3t das Ergebnis:
Die Ionendeformation hat keinen Einflufl auf die
elastischen Konstanten ¢;; und ¢y5, nur in ¢,y und
eyy gehen die Deformationsdipolmomente ein. Im
Gegensatz zu den Kristallen mit Tetraedersymmetrie
und einem Symmetriezentrum, bei denen nach !5
die Polarisation iiberhaupt keinen Einflul auf die
elastischen Konstanten hat, ist bei den Kristallen mit
Zinkblendestruktur das Fehlen eines Symmetrie-
zentrums der Grund, dal} jetzt eine der drei elasti-
schen Konstanten, niamlich ¢4y, durch die Polarisa-
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tion beeinflult wird. Was wir hier im tbrigen
streng gezeigt haben, wurde im wesentlichen bereits
1920 von Borx und Bormaxx (siehe 2, S. 224) aus-
gesprochen, namlich ,,dal}...e;, und ¢;5—cyy von
Drehungen und Deformationen der Atome viel star-
ker beeinfluflt werden als ¢;; und ¢;5"“.

Die explizite Gestalt von c;4 wollen wir hier indes
nicht im einzelnen betrachten. Im Teil II soll viel-
mehr die uns hier besonders interessierende piezo-
elektrische Konstante ndher untersucht und in ver-
schiedenen Modellen dargestellt werden. Bei der
numerischen Berechnung zeigt sich, daf} das Hiillen-
Modell nach Dick und OvernAUSER zu einer befrie-

digenden Deutung auszureichen scheint.

Anhang
Beweis der Gl. (1,2)

Es ist zu zeigen, daf} alle Dyaden (Tensoren)
1. Ordnung als Funktion von q die Gestalt be-
sitzen:

AD =gt g0

0 ¢ @
q(1)= <98 0 %)-

7 @ O

Die Dyaden 1. Ordnung verkniipfen in allen Glei-
chungen einen Vektor 1. Ordnung mit einem Vektor

nullter Ordnung:
al) = 4V-q© (A, 2)

wobei @ mit w, m oder E zu identifizieren ist. A®)
héngt dabei auf Grund seiner Definition linear von
iq ab, d.h. jedes Element 4%} hat die allgemeine
Form:
3
A$=iz%ﬁ,qu (Aa 3)
y=1
Nun denken wir uns eine Deckoperation T ausge-
fiihrt, bei der das Gitter in sich selbst ibergeht. In
(A,2) sind dann alle Vektoren x durch 7-X zu

ersetzen:
T-al) =40 T-qO ,

oder a)=(T71-40-T)-a®, (A, 4)
Durch Vergleich mit (A, 2) folgt
AD=T-1. 4O.T, (A, 5)

Dabei deutet der obere Strich in 4" an, daB} q in
AW noch durch T q zu ersetzen ist.

Zum Beweis von (A, 1) fithren wir als erste Deck-
operation eine Drehung um 180° um die z,-Achse
aus:

(A, 6)
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Dann ergibt sich als rechte Seite von (A, 5) offen-
sichtlich die Matrix:
___1’1(31) )
455 ).
AP

AP —ai

a0
(1) ‘4;‘})

Zu beachten ist noch, dal} gegeniiber den Elementen

A% die Komponenten (ql.’ q>, q3) durch T-q:

(qy. —¢gs. —q3) ersetzt sind. Durch Koeffizienten-

vergleich liest man somit ab,

im Element 11:

(A,5)

\ —A31

a3y, 9=0y1,3=0. (A, 7a)
ebenso im Element 22 bzw. 33:
92,2 =032, 3=0, (A, 7Db)

33,2 =033,3=0.

Aus den Elementen 12, 13, 21 bzw. 31 ergeben sich
schliefilich die Bedingungen

Ay, 1 =y3, 1 =03y, 1=031,1="0 (A, 7c)
und aus den Elementen 23 und 32
g3, 9= g3, 3 =030, 9 =039, 3=0. (A, 7d)

Die Giiltigkeit der restlichen Behauptungen ergibt
sich, indem man zusitzlich z. B. eine Drehung von
120° hat um die dreizihlige Drehachse z; =z, =,

ausfiihrt:
010
T2=(0 0 1).
10 0

Wie man durch Einsetzen von (A,5) sieht, werden
durch diese Transformation die Elemente 4'ss beziig-
lich ihrer Stellung sowohl in Zeile als in Spalte zy-
klisch vertauscht, d. h. das Element 4sp wird zum Ele-
ment 2+ 1, f+1, so daB nach (A, 5):

Aat+1, pr1=A'as .

(A, 8)

(A.9)
Da auBlerdem in A" die Komponenten
T-q= (95,95, q1)

an Stelle von (g, g5. g3), d. h. ¢,+1 statt g, einzu-
setzen sind, lautet die Bedingung fiir die Koeffizien-
ten:

(A,10)

Qa+1, f+1, y+1 = Qaf,y .
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Dieses Ergebnis ist auch ohne Rechnung zu fordern,
da bei kubischer Symmetrie die Achsen und damit
die zugehorigen Indizes zyklisch vertauscht werden
diirfen. Aus (A, 7) und (A, 10) folgt nun sofort,
daf} alle aap,», die in zwei oder drei Indizes uber-
einstimmen. verschwinden und daf} die restlichen
sechs Koeffizienten einander gleich sind:

- _ _ _ _ _
A = Qg3 3=0Q3,2 =0y, 3=0a3,1=1031,2=032,1 -

A™ hat also die in (A, 1) bzw. (I,2) behauptete
Form.

SchlieBlich soll noch gezeigt werden, da$ 4™ (11)
und A" (22), also diejenigen Tensoren, die nur
Wechselwirkungen zwischen Atomen ein und dessel-
ben Teilgitters beschreiben, im allgemeinen ver-
schwinden. Denkt man sich ndmlich die Teilgitter
1 bzw. 2 zunichst isoliert, so bildet jeder ihrer Git-
terpunkte ein Symmetriezentrum, d. h. fiir die iso-

o | X
lierten Teilgitter ist Tny. = ( -1 1> eine Deck-

operation. Bei Anwendung dieser Deckoperation in

(A, 5) ergibt sich dann mit T,y q= —q

AO =Ti3 (- AW) Ty, = — AV, (A,11)

d. h. alle Koeffizienten miissen verschwinden. Dies
wird zwar wegen des in Wirklichkeit gleichzeitig
vorhandenen Teilgitters und damit des Verlustes
der strengen Inversionssymmetrie der Teilgitter
nicht mehr fiir das allgemeinste Kraftmodell streng
gelten, aber es ist zu erwarten, dal} die eventuell
auftretenden Koeffizienten hochstens kleine Korrek-
turgroflen darstellen.

Bei allen im Teil II zugrunde gelegten Modellen
verschwinden im {ibrigen alle diese Tensoren, die
nur Wechselwirkungen zwischen Atomen desselben
Teilgitter beschreiben, streng. Das Verschwinden
von CM(11) und C"(22) folgt unmittelbar aus
Gl. (IV,3) in b, S. 671, und der Tatsache, dal} sie
symmetrisch sind, das Verschwinden von M@ (11)
und M@ (22), weil die in ihnen enthaltenen Cou-
Loms-Terme [QV(11) =0, QW (22) =0] streng
verschwinden und von den nicht-CouvLomsschen Kraf-
ten nur solche mit nichsten Nachbarn, also mit Ato-
men des jeweils anderen Teilgitters, beriicksichtigt
werden.



